
TEORIA DELLA MATASSA ELASTICA (03/2014)

Fi l ippo  Surace NIKE Mi lano

Ho affrontato questo argomento nel "Terzo Convegno di Tecnica
Aeromodellistica" del 1997. In ouella occasione avevo introdotto come
drastica sempli f icazione l ' ipotesi monodimensionale che analizzava i l
comportamento della matassa introducendo un raggio medio di avvolgimento
opportunamente valutato.

In questo studio r iprendo in esame l 'argomento in maniera piu
approfondita, trattando il problema in forma bidimensionale, e analizzando
quindi i l  comportamento dei f i l i  in funzione del la loro posizione nel la sezione
della matassa stessa.

- Principal i  ipotesi sempli f icat ive:
- Si considera la matassa costituita da un numero di fili sufficientemente

grande perchè lo stato di sollecitazione sia riconducibile ad una
sollecitazione di trazione in tutt i  i f i l i .  ln altr i  termini non si considera la
componente di torsione, che si annulla quando la sezione del f i lo tende a
zero (numero di fili infinito).

- A causa dell'elevato rapporto lunghezza/diametro della matassa
possiamo ritenere che ciascun filo occupi tutte le posizioni possibili nella
sezione del la matassa, e r i tenere quindi che l 'al lungamento e lo stato di
sol lecitazione siano uniformi in tutta la matassa (compensazione totale del le
lunghezze).

- Si trascurano gli efietti della compressione trasversale del filo, dovuta ai
f i l i  adiacenti .

-  l l  calcolo del l 'equi l ibr io elast ico viene eseguito in condizioni ideal i  di
attrito nullo. Si tiene conto delle perdite durante la scarica introducendo un
rendimento di scarica che risulta sperimentalmente piuttosto elevato, almeno
in condizioni di buona lubri f icazione del la matassa.

- ll volume della matassa è considerato costante ed indioendente
dall 'al lungamento. E' questa un' ipotesi classica per i  sistemi molto
deformabil i .

- lnfine e imoortante rilevare che essendo I'accumulo e la restituzione
dell 'energia dovuti  essenzialmente al la deformazione di trazione del la
gomma, è giustificata la pratica sperimentale di prova a trazione su fili di
lunghezza e sezione qualunque.

La carica del la matassa viene di sol i to eseguita partendo da una distanza
fra iganci minore di quel la che compete al l 'al lungamento massimo, e che

. viene mantenuta costante fino al raggiungimento della condizione critica di
inizio formazione dei "nodi",  al la quale segue la fase successiva di r ientro.
Questo al lo scopo di minimizzare la' lorza di trazione. e i  danni oer una
eventuale rottura deila matassa in fase di carica. Per una trattazione più
agevole si preferisce di seguito part ire dal la condizione iniziale di massimo
allungamento previsto, che rimane costante durante la carica. Naturalmente i
r isultat i  dei calcol i  non sono inf luenzati  da questa scelta.

Figure e formule, numerate in parentesi tonde, sono riportate negli
Allegati "A".
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. l .CINEMATICA DELL'AWOLGIMENTO.

-1.1-Assenza di nodi: Relazione fra rotazione e lunqhezza matassa a
lunqhezza media dei f i l i  costante

Con r i ferímento al la Fig.1.1.1 la lunghezza media del la matassa
durante I'avvolgimento si ottiene per integrazione della lunghezza locale,
funzione del la posizione del f i lo, del l 'angolo di rotazione e del la lunghezza
che la matassa assume nel la configurazione in esame.

Essendo costante la lunghezza media secondo le ipotesi fatte, le (1.1.1)
e (1 .1 .2) esprimono la relazione fra lunghezza e rotazione durante la carica.

ln part icolare per rotazione nul la la (1. 1.1) si  azzera e la (1 .1 .2) assume
la forma 0/0 che risolta, dimostra la coincidenza fra lunghezza matassa e
lunghezza media dei fìli, in accordo con quanto ipotizzato.

La (1.1.4), r icavabile faci lmente dal le (1 1.2) e (1.1.3), esprime la
refazione fra la grandezza 't'ed il rapporto fra lunghezza e lunghezza
massima del la matassa durante la carica. Introducendo inf ine i l  volume del la
matassa si ottiene la relazione fondamentale fra rotazione e rapporto delle
lunghezze "x" (1.1.7).

- 1 .2-Transizione alla 1' fila di nodi; condizione di stazionarietà della
enerota
Mediante le (1 .1.2), (1.1 .6) esprimiamo la lunghezza media in

funzione del la lunghezza e del la rotazione del la matassa. La condizione di
stazionarietà si esprime mediante l 'annullamento del dif ferenziale
dell'energia, e quindi della lunghezza media, rispetto alle variabili suddette
( (1 .2 .1 ) ) .

Introducendo nel la (1.2.1) la lunghezza media ed i l  valore di ' t 'espresso

in funzione del le variabi l i  di  derivazione, si  ott iene la condizione di
stazionarietà in forma più espl ici ta (1 .2.2). Le espressioni successive da
(1.2.3) a (1.2.6) completano secondo la (1 .2.7) la definizione del la condizione
di stazionarietà, in funzione della lunghezza, della rotazione e dei relativi
incrementi.

La soluzione del la (1 .2.7) r ichiede la definizione del rapporto fra gl i
incrementi di rotazione e lunghezza che si ottiene dall'analisi della
formazione di un nodo, analisi molto complessa, di cui ci limitiamo a riportare
ir isultat i  relat ivi  al la generazione di un nodo:

-La rotazione r ichiesta per la generazione del nodo è minore di un giro
(1 .2 .8 )

-La condizione di invarianza della lunghezza media è soddisfatta
. adottando per il raggio all'interno del nodo un valore diverso (in pratica

sempre maggiore) da quello del la matassa a monte, secondo i l  rapporto
indicato con ott ima approssimazione dal la (1.2.9).

Tenendo conto del le suddette condizioni si  calcolano idati  di rotazione e
geometrici  del nodo secondo le formule di Fig.1 .2.1 e le formule da (1.2.10)
a (1 .2.13), che sosti tuite nel la (1 .2.7) forniscono la (1.2.14) che definisce i l
valore cri t ico di ' t 'che dà luogo al la transizione.

Quanto elaborato finora e relativo alla ipotesi ideale di confìgurazione dei
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nodi i l lustrata nel la Fi9.1.2.1. In realtà un certo al lontanamento da questa
configurazione è molto probabile. Ci proponiamo di valutarne gli effetti
analizzando Ia configurazione limite di matassa con sezione quadrata ai nodi,
riportata in Fig.1 .2.2. La matassa reale sarà ottenuta come combinazione
l ineare dei due casi l imite. Sempre in Fig.1 .2.2 sono r iportat i  i  pr incipal i  dati
geometrici in funzione del lato della sezione quadrata, completati dalle
(1 .2 15), (1 .2 16), (1 2.17). Introducendo i l  raggio equivalente definito dal la
(1 .2.18) si ottengono le formule da (1.2.19) a (1 .2.23).

Nella tabella che segue sono confrontati i dati geometrici relativi alle
due configurazioni l imite, espressi in funzione dei raggi ai nodi:
V=volume
R=raggio del la sezione rotonda
Re=raggio equivalente del la sezione quadrata

Seno
Coseno
Passo
Lu ng. spira
N' nodi a pacco
Lung. pacco

Sez. rotonda
0.3675526
0.9300027
2.1 50531xR
5.850948xR

Sez. quadrata
0.3183099
0.9479867
1.869703xRe
5.873846xRe

0.05440312xV/R^3 0.05419105xV/Re^3
0.1169956xV/R^2 0.1013212xVlRe^2

-1 .3-Combinazione l ineare dei casi l imite i l lustrat i  al  punto -1.2- e
ricalcolo del la condizione di stazionarietà
La combinazione dei due casi l imite viene eseguita sul le grandezze

che definiscono la configurazione di pacco: numero di nodi e passo.
Nell 'al legato AO sono i l lustrat i  i  simboli  ut i l izzati  per la combinazione dei

due casi l imite. Le formule successive, da (1.3.1) a (1.3.4) defìniscono numeri
di nodi e passi nei due casi l imite. Molt ipl icando i l  numero di nodi per i l  passo
si ott iene la lunghezza del la matassa a pacco (1.3.11) in funzione dei
coef f i c ien t i  da  (1 .3 .5 )  a  (1 .3 .8 )  e  de l le  (1  3 .9 )  e  (1 .3 .10) .

Inf ine I 'elaborazione dei coeff icienti  del la (1.3.11) porta al la definizione
della (1.3.12) che consente una formulazione semplice del la lunghezza del
pacco (1.3.13). lsuccessivi esempi numerici indicano una quasi l inearità
del l 'andamento di questa lunghezza in funzione del coeff iciente ponderale,
ed un'escursione massima del l 'ordine del 13%.

Si r icalcola adesso la condizione di stazionarietà (1.2.1) introducendo i l
nuovo valore corretto della variazione di distanza fra i ganci per la
generazione di un nodo, espresso dal la (1.3.14). Svi luppando si ottengono le
(1.3.15), (1.3.16) che sosti tuite nel la (1 ,2.7\ forniscono la condizione di
transizione aggiornata (1 .3 17). Naturalmente azzerando il coefficiente
ponderale, la (1.3.17) si identi f ica con la (1.2.14).

Tenendo presente la (1 .2.9), la (1 .3.17) definisce i l  valore cri t ico di "t" di
transizione una volta fissati il coefficiente ponderale ed il coefficiente "eta"
defìnito dalla (1.2.8). Si propone per questo coefficiente il valore espresso
dalla (1 .3.18) che si r icava dal lo studio del la generazione di una spira con
rapport i  geometrici  corr ispondenti  a quel l i  in esame. Segue che la condizione
di transizione è solo funzione del coeff iciente ponderale.

Nella tabella che segue sono riportati i valori critici di "t" e dei rapporti fra
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le lunghezze critiche e massime della matassa (1.1.3), calcolati con il metodo
di Newton per 5 valori del coefficiente ponderale "csi":

csl
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

tcr
1.41510012
1.42336484
1.43145687
1.43938122
1.44714272

L01/Lx=xcr
0.714727077
0.712739130
0.710798281
0.708903023
0.707051904

Si osserva che ivalori critici subiscono variazioni modeste in funzione del
coefficiente ponderale; la sua scelta non è quindi particolarmente importante
agli effetti del risultato dei calcoli.

-1.4-Calcolo dei qir i  in funzione del la confiqurazione del la matassa e
dell'allunqamento: qiri caratteristici

-1 .4.1-Prima parte del la carica: assenza di nodi
Secondo le ipotesi fatte la carica parte dal la condizione di gir i  nul l i

e lunghezza della matassa corrispondente all'allungamento scelto che rimane
costante durante tutta la carica; la lunghezza della matassa si riduce
secondo la (1.1.3) e i  gir i  sono dati  dal la (1 .4.1 .1), con la ovvia l imitazione
(1 .4.1 .2). Si osserva che i  gir i  sono espressi come prodotto di funzioni
adimensionali della lunghezza della matassa durante la carica e
dell'allungamento, per la radice quadrata del cubo della lunghezza libera
della matassa divisa per i l  volume del la matassa stessa. L' introduzione di
questa grandezza che chiamiamo "gir i  caratterist ici" (1 .4.1 .3) rende possibi le
la generalizzazione dei risultati di calcolo esprimibili in tabulati calcolati per
giri caratteristici = 1.

-1.4.2-Seconda parte del la carica: prima f i la di nodi
Si ha inizio di formazione di nodi quando I 'al lungamento supera i l

valore cri t ico (1 .4.2.1). Indichiamo con "L'12" la lunghezza del la matassa con
la prima fìla di nodi completa (pacco) e con "BB" la funzione di "B" e "csi" che
definisce la "L12" secondo la (1.3.13). La "L12" viene così definita dal la
(1  .4 .22) .  Da l le  (1 .3  9 ) ,  (1  4 .2 .3 ) , (1  .4 .2  4 ) ,  (1  .4 .2  5 )  s i  deduce ino l t re  i l  numero
di nodi a pacco.

Inf ine, considerando che la lunghezza del la matassa con una f i la
incompleta di nodi e funzione l ineare del numero di nodi, i l  calcolo dei nodi
viene eseguito secondo la (1 4.2.6) che svi luppata, diviene la (1.4.2.8). La
(1 .4.2.9) fornisce i  gir i  corr ispondenti .

lmponendo I 'uguaglianza fra lunghezza del la prama f i la completa e
lunghezza fra i  ganci si  ott iene I 'al lungamento corr ispondente al la prima f i la
completa di nodi secondo le formule da (1 .4.2.10\ a (1.4.2.12).

-1 .4.3-îerza parte della carica: seconda fila di nodi
La condizione di inizio del la formazione del la seconda f i la di nodi

è espressa dal la (1.4.3.1). Analogamente a quanto fatto per la prima fì la di
nodi, le (1 4.3.2) e (1.4.3.3) definiscono la lunghezza ed i l  numero di nodi
del la matassa con seconda f i la completa. La (1.4.3.6) definisce in forma
esplici ta la (1.4.3.3). Inf ine le (1 4 3.10) e (1.4.3. '1 1) forniscono i l  numero di
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nodi nel la seconda f i la in funzione del l 'al lungamento e ovviamente dei gir i
caratteristici. La (1 .4.3.12) fornisce i giri corrispondenti.

La (1.4.3.13) definisce l 'al lungamento massimo relat ivo al la formazione
della seconda f i la di nodi. Per al lungamenti maggiori  si  passa al la terza f i la.
Questo caso non viene esaminato in quanto introducendo nel la (1.4.3.13)
dati  plausibi l i  si  ottengono al lungamenti cr i t ic i  non inferiori  a circa 16, valore
nettamente al disopra di quel l i  r iscontrabi l i  sperimentalmente.

Nell 'al legato A13 sono tabulat i  i  r isultat i  del calcolo dei gir i  per
allungamenti compresi fra 0 ed il limite massimo della doppia fila di nodi per
csi=0.5, con "eta" e "f i"  fornit i  dal le (1.3.1B) e (1.2.9), ovviamente per t=tcr:
L0 = lunghezza l ibera
lam = al lungamento
Lx = lunghezza matassa al l 'al lungamento lam e gir i  0
L01 = lunghezza matassa ai gir i  cr i t ic i  di inizio formazione nodi
Giri caratteristici = 1:
n0 - gir i  in assenza di nodi
n1 = gir i  in presenza ' l '  f i la di nodi
n2 = gir i  in presenza 2'f i la di nodi
nn  -  no+n l  +n2

I giri effettivi si ottengono moltiplicando "nn" per i giri caratteristici.

Inf ine nel l 'ul t ima colonna sono r iportate le derivate del l 'al lungamento
rispetto al la rotazione in radianti .  Come si vedrà in seguito questo dato diviso
per i giri caratteristici è utilizzato per il calcolo del momento durante la
scanca.

Negli  al legati  A14, A15, A16 relat ivi  r ispett ivamente a csi = 0, 0.5, 1, al lo
scopo di ottenere un migl ior dettagl io I 'al lungamento massimo è stato l imitato
al valore 11.5, più che suff iciente a coprire tutto i l  campo di al lungamenti
prevedibi l i .  Nel la tabel la che segue r iport iamo per i tre valori  di csi
considerati ,  gl i  al lungamenti relat ivi  al la prima f i la completa di nodi ed ivalori
di "nn" per al lungamento = 9. Nell 'ul t ima colonna sono r iportat i  gl i  errori
percentuali di "nn" riferiti al caso csi = 0.5:

tam=9
csi lam12 nn eVo
0.0 3.8606 11.231 +0.71
0.5 4.2390 11.152 0.00
1.0  4 .6734 11 .080 -0 .65

Si osserva che mentre l'allungamento di transizione lam12 varia non poco
al variare di "csi", l'errore su "nn" riferito a csi = 0.5 è molto piccolo per
al lungamenti elevati :  es. poco più di 3 gir i  su 450 nel caso in esame. E'
quindr consigl iabi le adottare i l  caso csi = 0.5.
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-2-Caratterizzazione della matassa: enerqia. forze e
momenti
-2 .1 -Enerq ia

Defìniamo I 'energia specif ica di un campione di gomma di sezione
costante come I'energia per unità di peso, che è funzione dell'allungamento
e ha le dimensioni di una lunghezza (es. grxcm/gr). Questa funzione viene
ricavata per integrazione dei dati  sperimental i  del la forza di trazione in
funzione del l 'al lungamento. Per l 'ut i l izzazione pratica è in genere
conveniente porre l 'energia specif ica nel la forma indicata nel la (2.1 .1) dove
I 'al lungamento massimo dovrebbe essere, se possibi le, quel lo al l imite di
rottura. (L'esponente minimo del l 'al lungamento = 2 è dettato dal la condizione
che per al lungamento nul lo si annull i  la sol lecitazione che è proporzionale
al la derivata del l 'energia r ispetto al l 'al lungamento). l l  vantaggio di porre
I 'energia specif ica nel la forma (2.1 .1) consiste sia nel la possibi l tà di
correggere eventual i  errori  sperimental i  mediante "smoothing", sia di
facilitare successive elaborazioni. E' inoltre interessante osservare che in
molti casi si possono ottenere risultati soddisfacenti limitando il numero di
componenti  del pol inomio agl i  indici 2, 3, 9.

Molt ipl icando l 'energia specif ica per i l  peso del campione si ott iene
l 'energia del campione (2.1 .2), dal la quale si r icava la forza di trazione per
derivazione r ispetto al la lunghezza.

-2. 1. 1 -Correzione del l 'al lunqamento
Si ricorda che una corretta sperimentazione richiede di eseguire le

misurazioni in "rest i tuzione", partendo dal l 'al lungamento massimo per
arrivare all'allungamento di forza nulla. Se, come quasi sempre si verifica,
I'allungamento residuo è>0, è necessario introdurre una correzione degli
allungamenti misurati, che tenga conto del fatto che, ferma restando la
lunghezza massima del campione, la lunghezza a sol lecitazione nul la
coincide con la lunghezza residua di prova. La (2.1 .1 .1) fornisce i l  valore
corretto del la lunghezza minima, e la (2.1 .1 .2\ la lunghezza massima
misurata. La (2.1 .1 .3) impone I ' invarianza del la lunghezza massima, che
definisce I 'al lungamento massimo corretto (2.1 .1 .4).

In 419 è r iportato un esempio di f i le sperimentale ut i l izzato in NIKE;
I 'al lungamento massimo, non corretto, è diviso in 100 interval l i  equidistanti .

Grazie al la correzione del l 'al lungamento, nel seguito si potra l imitare la
trattazione a matasse prive di al lungamento residuo.

-2.2-Carica della matassa in assenza di nodi
-2.2. '1 -Calcolo del Tiro

Si parte dal la condizione iniziale di matassa con lunghezza
corrispondente al l 'al lungamento stabi l i to, e gir i  nul l i .  Durante la carica, ad
al lungamento costante, vale la formula (1.1.2), nel la quale cambia la
lunghezza della matassa in funzione dei giri, restando invariata la lunghezza
media dei fili. Calcoliamo la forza di trazione (T) durante la carica
considerando che per ogni configurazione del la matassa i l  t i ro è
proporzionale alla derivata parziale della lunghezza media dei fìli rispetto alla
lunghezza del la matassa, a rotazione costante (2.2 1.1). Svi luppando la
(2.2 1 1) si  ott iene la suddetta derivata nel la forma (2 2.1 .2) che, sempli f icata
d iv iene la  Q 2 .1  .3 ) .
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Inoltre essendo il limite della derivata per rotazione nulla = 1. si deduce oer il
t i rola (2.2.1.4\, dove i l  valore massimo, per t  = 0 (2.2.1 S\ si  ott iene per
derivazione del la (2.1 .2\.

-2.2.2-Calcolo del Momento
Essendo la carica a lunghezza media costante, la somma dei

lavori del momento e del tiro è nulla (2.2.2.1). Segue l'espressione del
momento in funzione del t i ro (2.2.2.2). Lo svi luppo piuttosto complesso che
per brevità si omette, fornisce la formula (2.2.2.3), dove oltre al le sol i te
grandezze f igura anche i l  raggio "R" del la matassa fornito dal la (2.2.2.4\.

-2.3-Carica del la matassa in presenza di nodi
Fino a completamento del la prima f i la di nodi, la carica avviene a t iro

e momento costanti ,  corr ispondenti  ai valori  raggiunti  al l ' inizio del la
formazione della prima fila di nodi. Nel caso di formazione di una seconda fila
di nodi, sempre a momento costante, il prodotto del tiro per il passo rimane
costante, in quanto rimane costante il prodotto del momento per la rotazione
necessaria a creare un nodo. Segue la condizione (2.3.1) e, tenendo
presente  la  ( .  .2 .11) , la  (2 .3 .2 ) .

In 421 è i l lustrato i l  caso l imite di al lungamento al l imite massimo di
formazione di doppia f i la di nodi nel caso di coeff iciente ponderale 0.5. l l
valore elevatissimo dell'allungamento supera largamente i limiti attualmente
riscontrabili in pratica. ln A22 è illustrato a parità di altre condizionj. il caso di
al lungamento 9.5.

-2.4-Fase di scarica: Calcolo dei momenti
ll calcolo del momento di scarica viene eseguito con la condizione dr

lunghezza costante della matassa.
l l  valore del momento in funzione del l 'al lungamento è dato dal la (2.4.1), e

in forma più esplicita dalla (2 4.2). Più interessante nel caso di simulazione
della fase di salita di un aeromodello è il calcolo del momento medio in un
assegnato interval lo di al lungamenti,  e dei corr ispondenti  l ivel l i  energetici .

Le formule da Q.a.! a (2.4.7) consentono i l  calcolo del momento medio
con l 'aiuto del le tabel le A14, A15, A16. Come esempio si r iporta in A24 i l
confronto fra idue metodi di calcolo. Per il calcolo del momento medio si è
assunto f interval lo di al lungamenti +l- 2.5%. Si osserva che essendo
l'intervallo molto stretto gli scostamenti del momento medio rispetto a quello
base sono molto oiccol i .
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-3-Gonclusioni
-La teoria bidimensionare della matassa erastica è inevitabilmente piùr

complessa della monodimensionale, ma presenta un,accuratezza
notevolmente superiore. Inoltre il calcolo dei dati importanti per l,applicazìone
ha la stessa semplicità del caso monodimensionale.

-Ulteriori progressi della teoria sono possibil i :  ad esemoro:
-Valutazione del|effetto de||a pressione interna che si ha durante ra

caflca.
-Valutazione dell'effetto dell'attrito interno durante la scarica,

attualmente stimato empiricamente applicando un coefficiente riduttivo
del momento; es. = 0.95.

-Valutazione del l 'effetto del l 'al lontanamento dai la condizione ideale di
deformazione uniforme dei fili della matassa.

N' 24 Al leqati
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Fi l ippo  Surace NIKE Mi lano

I dealed with this subject during the "Terzo Convegno di Tecnica
Aeromodellistica" in 1997. At that time I introduced as a drastic simplification
the monodimensional hypothesis which analysed the behaviour of the rubber
motor by introducing a winding medium radius appropriately est imated.

Now I re-examine this subject in a deepper way, by introducing a
bidimensional hypothesis: the behaviour of the strands wil l  be analysed as a
function of the oosition inside the rubber motor.

-The main simplifvino hvpotheses.
-Because of the high number of strands the torsional stress is negligible

in comoarison with the traction stress.
-Because of the high ratio lengthidiameter we can believe that every

strand will occupy all the positions in the motor section: so the stretch ratio
and the stress are uniform in the entire motor (full compensation of the
lengths).

-We neglect the effects of internal pressure caused by the transverse
compression of the external strands.

-The calculation of elastic balance is done in the hypothesis of absence
of fr ict ion. For a real ist ic approach i t  is necessary to introduce a discharge
eff iciency, that is experimental ly high, at least with a good lubrication of the
motor.

-The specific volume of the rubber is believed to be constant and
indipendent from the strain

The charge of the motor is usually performed startang from a
length less than the length of maximum strain. This length remains constant
until reaching the critical condition of formation of "knots". Subsequently the
length is reduced unti l  reaching the discharge length. In order to simpli fy the
calculations it is better to start the charge from the maximum strain, that
obviously remains constant during the charge. Of course the results of
calculations are not affected by this choice.

Figures and formulas, numbered in brackets 0, are in the enclosures "A".
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-1-KINEMATCS OF WINDING-

- 1 . 1 -Absence of knots: Constant mean lenqht of strand: Relation
between rotation and lenoth of motor
Referr ing to the Fig.1 .1 .1 the mean length during the winding is

obtained by integration of the local length, which is a function of the strain
position, of the rotation angle and of the length of the motor.

Since the mean length is constant, the (1.1.1) and (1 .1 .2) express the
relation between the length and the rotation during the charge.

The formula (1.1.4), deducible from the (1.1.2) and (1 .1 .3), expresses the
relation between "t" and the ratio between the length and the maximum length
during the charge. By introducing the motor volume we obtain the relat ion
between the rotation and the ratio of lengths "x" (1 .1 .7).

-1 .2-Transit ion to the 1" knots row: Enerqv stat ionariness condit ion
By means of the (1.1.2) and (1 .1 .6) whe express the mean length as

a function of the lenght and of the rotation. The stazionariness condition is
expressed by putting the energy differential = 0 (1 .2.1).

By introducing in (1 .2.1) the mean length and "t" expressed as a function
of the derivation variables, whe obtain the stazionariness condit ion in a more
explici t  form (1 .2.1. fhe remaining formulas from (1.2.3) to (1.2.6) complete
the definition of stazionariness condition as a function of the length, the
rotat ion and the relat ive increments (1.2.7).

The solving of (1 .2.7) needs the definition of the ratio between the
increments of rotation and length, which is deducible from the analysis of the
generation of the knot. Because of the complexity of the analysis, whe just
report the most interesting results:

-The rotation required for the generation of a knot is less than a turn
(1 .2  8 )

-The invariance condition of mean length is obtained with the radius
inside the knot greater than the radius of the motor generating the knot.

-The ratio between the two radii is expressed by the (1.2.9) with an
excellent approximation.

Taking into account the above conditions, it is possible to calculate the
geometric and rotation data, according to the formulas of Fig.1 .2.1 and from
(1 .2.10) to (1.2.13). By putt ing these formulas in (1 .2.7) we obtain the
(1.2.14) which defìnes the transit ion cri t ical value of "t"

The above calculations regard the ideal configuration of knots of
Fig.1 .2.1 . In fact some deviat ion from this configuration is very probable. In
order to evaluate the effects of this deviation, we analyse the borderline case
of a square cross section at the knots o'f Fig.1 .2.2. The actual section will be
a linear combination of the two cases. The Fig.1 .2.2 is completed with the
most interesting geometric data (1.2.15), (1 .2 16), (1 .2.17). By introducing the
equivalent radius (1.2.18) we obtain the formulas from (1.2.19) to (1 .2.23).

In the following table the geometric data of the two borderline cases are
comDareo:
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V=volume
R=radius of round section
Re=equivalent radius of the square section
Max N' knots and Max. Length at the complete first row

Round sect. Square sect.
Sine 0.3675526 0.3183099
Cosine 0.9300027 0.9479867
Pi tch 2150531xR I .869703xRe
Len. knot 5.850948xR 5.873846xRe
Max.N"knots 0.05440312xViR^3 0.05419105xV/Re^3
Max. Length 0.1169956xV/R^2 0.1013212xY1Re^2

-1.3-Linear combination of the borderline cases: New calculation of
stationariness condition
The combination of the tvvo cases is performed on the data wich

define the row at full knots: number of knots and oitch.
In 46 the symbols of the combination are explained. The following

formulas from (1.3.1) to (1.3.4) define the numbers of knots and pitchs in both
the cases. By multiplying the number of knots by the pitch we obtain the
length of the motor at full row of knots (1 .3.1 1 ) as a function of the
coefficients from (1 .3.5) to (1 .3.10).

Moreover the elaboration of the coefficients (1.3.1 1) gives the (1.3.12),
which enables a simple definition of the length of the row at full knots
(1.3.13). The following examples give a nearly l inearity of that length as
function of the oonderal coefficient.

The new calculation of stationariness condition (1.2.1) gives the formulas
(1 .3 .14) ,  (1 .3 .15) , (1 .3 .16)whichgivethenewtrans i t ioncondi t ion (1  .3 .17) .

Taking into account the (1.2.9), the (1.4.17) defines the transit ion crit ical
value "t", as a function ofthe coefficient "eta". The proposed value of this
coefficient is expressed in the formula (1 .3.18). After this defìnition the
transition condition is just a function of the ponderal coefficient.

In the following table the critical values of "t" and the ratios between
critical and max. lengths of the motor are calculated for five values of the
oonderal coefficient:

csi tcr L01iLx=xcr
0.00 1.41510012 0.714727077
o.25 't.42336484 0.712739130
0.50 1.43145687 0.710798281
0.75 1.43938122 0.708903023
1.00 1.44714272 0.707051904

We notice that both the "tcr" and "xcr" have little changes in function of
the ponderal coefficient. The choice of "csi" is not critical.

-1 .4-Calculation of turns as a function of the confiquration of the motor
and the stretch ratio: Characteristic turns

-1 .4.1-First part of the charge: absence of knots
According to the basic hypotheses the charge starts from zero
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turns and length of maximum stretch ratio. During the charge the length
decreases according to (1 .1 .3) and the turns are given by the (1.4.1.1), taking
into account the limitation (1.4.1 .2) We notice that the turns are expressed
as a product of dimensionless functions of the length of motor and of the
stretch ratio, by the square root of the cube of the free length of motor divided
by the volume of the motor. By introducing the quantity "Characteristic turns"
(1.4.1 3) it is possible to generalize the results of the calculations, which can
be tabulated at characteristic turns = 1 .

-1.4.2-Second part of the charge: fìrst row of knots
The formation of the knots starts when the stretch ratio exceeds

the crit ical value (1.4.2.1). We call "112" the length of the motor with the
complete first row (first row pack), and "BB" the function of "B" and "csi",
which define the "L12", according to (1.3.13). The "L12" is defìned by the
(1.4.2.2) .  From(1.3.9) ,  (1  .4 .2 .3) , (1  4 .2.4) , (1  .4 .2 .5)  wededucethenumberof
knots of the first row pack. lf the row is incomplete, the calculation of the
knots is given according to the (1 .4.2.6), (1 .2.4.8). The (1.4.2.9) gives the
correspondig turns.

By equalizing the length of the first complete row to the free length of the
motor, we obtain then stretch ratio relative to the complete row (formulas from
(1.4.2.10)  to  (1 .4 .2.12)) .

-1.4.3-lhird part of charge: second row of knots
The start condition of the second row is expressed by the (f .4.3.1 ).

Similarly to the previous case, the (1 .4.3.2) and (1.4.3.3) define the length
and the number of knots of the complete second row. The (1.4.3.6) defínes
the (1.4.3.3) in an explicit form. Finally the (1.4.3.10) and ('1.4.3.11) give the
number of knots in the second row as a function ofthe stretch ratio and of
characteristic turns. The (1.4.3.12) gives the relative turns.

The (1.4.3.13) defines the maximum stretch ratio relative to the second
row. We don't examine the case of the third row, since by introducing in
(1.4.3.13) plausible data, we obtain crit ical stretch ratios not less than about
16, value cleary above the values experimentally verif iable.

The A13 enclosure contains the results of the calculation of the turns
with stretch ratio between 0 and the maximum value of a double row of knots,
and:
csi = 0.5; "eta" and "f i" are calculated by means of (1.3.18) and (1.2.9):
L0 = free length
lam = stretch ratio
Lx = length at the stretch Íatio lam and turns = 0
L01 = length at critical turns of starting 1 " row
Characteristic turns =1
n0 =turns with no knots
n1 = turns with the 1 ' row
n2 = turn with the 2" row
nn = n0+n.l +n2

We obtain the actual turns by multiplying "nn" by the characteristic turns.
The last column contains the derivatives of the stretch ratio with respect to

the rotation expressed in radians. As we will see later. this datum is used for
the evaluation of the motor moment during the discharge.
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In the enclosures A14, 415, 416, in order to obtain more detailed data in
a useful range, the maximum stretch ratio is l imited to 11.5.

In the following table we report for three values of "csi" the stretch ratios
at the first knots complete row, and the values of "nn" at the stretch ratio = 9.
In the last column the "nn" 7o errors referred to csi = 0.5 are assessed:

cs i  lam12
0.00 3.8606
0.50 4.2390
1.00 4.6734

lam=9
nn eYo

11 .231 +0.7 1
11.152 0.00
11.080 -0.65

We notice that while the transition stretch ratio changes rather, the error
of "nn" referred to csi = 0.5 is very small, at least at high sketch ratios:
e.g.: a I i t t le bit more than 3 turns on 450. The choice csi = 0.5 is advisable.

-2.1-Enerqv
We define the specific energy of a rubber sample of constant section,

the energy of the sample divided by the weight. lt is a function of the stretch
ratio and has the dimension of a length (e.9.: grxcm/gr). This function is
obtained by integration of experimental data of traction force as function of
the stretch ratio. In order to simplify the calculations, we put the specific
energy in the form (2.1.1), where the maximum stretch ratio is (or should be)
the breaking value. Thanks to the form (2.1 .1) it is possible to correct
experimental errors and facilitate the following calculations. Moreover we
notice that in many cases we can obtain good results by restricting the
number of the components of the polynomial to the exponents 2, 3, 9.

By multiplying the specific energy by the sample weight we obtain the
energy of the sample (2.1.2), and the traction force by derivation with respect
to the length.

-2.1 .1-Correction ofthe stretch ratio
A correct experimentation demands to make the measurings in

"return", i.e. starting from the maximum stretch ratio until reaching the stretch
of zero force. lf the residual stretch ratio is > 0, it is necessary to introduce a
correction of mesured stretch ratios assuming the residual length as the
length at zero stress. The (2.1.1.1) gives the correct value of the minimum
length, and lhe (2.1 .1 .2) gives the mesured maximum length. fhe (2.1 .1 .3)
defines the invariance of the maximum length, witch defines the correct
maximum stretch ratio (2.1 1.4).

The 419 describes an exemple of experimental file used by NIKE; the
maximum stretch ratio, not correct, is divided in 100 equidistant intervals.

Thanks to the above correction we can restrict the calculations to the
cases of zero residual length.

moments



-2.2-Charqe with zero knots
-2.2.1-Traction force "T"

We start from the initial condition of maximum strain and zero
turns. During the charge at constant mean stretch ratio the length of motor is
defined by the (1 .1 2). We calculate the traction force by means of the
(2 2 1.1), (2.2.1 .2) and (2.2.1.3). Moreover since the derivative l imit at zero
rotation is = l, we deduce Lhe (2.2.1 .4\, where the maximum value, at t = 0
(2.2.1 .5), is given by the derivation of the (2.1.2)..

-2.2.2-Moment "M"
Since the charge is at constant mean length (and energy), the sum

of the works of the moment and the force is zero (2.2.2.1), and the (2.2.2.2)
gives the moment as a function of "T". Developping the (2.2.2.2) we obtain
"M" (2.2.2.3) where "R" is the actual radius of the motor given by the
(2.2.2.4) .

-2.3-Charqe in presence of knots
Until the completion of the first row, the charge is at constant "T" and

"M", given by critical values of the transition to the formation of the knots.
In case of the formation of a second row the moment does not change

and the product ofthe traction by the pitch is constant, since is constant the
product of the moment by the rotation required to generate a knot. Taking
in to account the(d ' .a2.11)  we obta in  the (2 .3.1)and the (2 .3.2)

In 42l is reported the case of the stretch ratio of a complete double row
of knots with csi = 0.5. The very hig value of the stretch ratio widely exceeds
the vaf ues verifiable in practice. ln A22 is reported "ceteris paribus" the case
of stretch ratio = 9.5

-2.4-Dicharqe: Moments
The calculation of the discharge moment is performed at constant

length of the motor.
The value of the moment as a function of the stretch ratio is given by the

(2.4.1), and in a more explicit form by the (2.4.2). More interesting in the case
of simulation of a climb, is the evaluation of the the medium value of the
moment in a defìned range of the stretch ratios.

The formulas from (2.4.3) to (2.4.7) enable to evaluate the medium
moment by means of tables 414,415, 416. As an exemple in A24 the two
methods are compared. In the case of medium moment a stretch ratio interval
of +l- 2.5o/o is assumed. We notice that since this interval is very narrow, the
deviations of the medium moment from the basic one are verv lit e.
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-3-Gonclusions

-The bidimensional theory of the rubber motor is inevitably more complex
than the monodimensional one, but it gives a far better accuracy. Moreover
the calculation of the data interesting the practical cases does not differs from
the monodimensional approach.

-Further progresses ofthe theory are possible: e. g.:
-Evaluation of the effect of the internal pressure both during the charge
and the discharge.
-Evaluation of the effect of the internal friction during the discharge, at
present empirically estimated by using a reduction coefficient of the
moment; e.g. = 0.95.

-Evaluation ofthe effect ofthe not uniform strain ofthe strands ofthe
rubber motor.

N' 24 Enclosures
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74  7 .400  8 .400  6 .004  5 .872  2 .496  0  -228  8 .596  0 .L0 r22
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